Undervisning 12

Differentialregning del 2



Differentialregning del 2

Differentialkvotient hvad var det ?

Vi sa tidligere, at haeldningen for den tangent som skaere grafen for en
differentiabel funktion f(x) i punktet x, er benaevnt f'(x,).

F1(xg) = ;llii% (f(xo + h})l - f(xo)>



Differentialregning 2

Saetning:(Konstantreglen)
Antag vi har en differentiabel funktion f(x) og en konstant k, hvor

k + 0. Sa gxlder det, at der findes en anden differentiabel funktion
h(x), defineret h(x) = k - f(x).

Hvorom det gaelder h'(xy) =k - f'(xg)



Differentialregning 2

Bevis(konstantreglen).

1+2. Ved hjaelp af tretrins-reglen, sa kan sekanten opstilles og denne
forkortes mest mulig.

Lk flo )~k fO) k- (flxo + 1) — f(x0))
s = h B h




Differentialregning 2
Bevis(konstantreglen) fortsat.

3. Ved at lade h — 0, sa ses at tangenten nu kan skrives.

a, = k - lim <(f(x0 T };l) _ f(x0)> =k f'(x0) = h'(x)

h—0

Hermed er saetningen bevist. -



Differentialregning 2
Satning:(sumreglen)

Antag at funktionen f(x) og funktionen g(x) begge differentiable i x,.

Sa gxlder at der findes en funktion h(x), som ogsa er differentiabel i
Xo. Med den egenskab at h(x) = f(x) + g(x) og den har den afledte
funktion h'(xy) = f'(xg) + g'(xp).



Differentialregning 2

Bevis(Sumreglen).

1. Vibestemmer sekantens haeldning fra tretrinsreglen.

Q. = f(xg+h)+ g(xg +h)— (f(xg) + g(x0))
S h



Differentialregning 2

Bevis(sumreglen) fortsat.

2. Vi forkorter sekanthaeldningen mest muligt (3.trinsreglen del 2).

q = fxg+h)+g(xg +h)— f(xo) — g(xp)
S h




Differentialregning 2

Bevis(sumreglen) forsat

2. Det kan nu ogsa omskrives (se definitionen for sekant).

g = f(xg+h)— f(xo) + glxo + h) — g(xo)
S h




Differentialregning 2

Bevis(sumreglen) forsat.

o b b
2. Vi skriver sekanten om vha. reglen (% = % + Z)

_flxo+h)—f(xo)  g(xo+h) —g(xo)
as = h T n




Differentialregning 2

Bevis(sumreglen) fortsat

3. Ved at lade h — 0, sa fas tangents haldning.

. (f(xo +h) — f(xo)> . (g(xo +h) — g(x0)>
a; = lim + lim
h h—0 h

h—-0




Differentialregning 2

Bevis(sumreglen) forsat.

3.Detsesata; = f'(xy) + g'(xg) = h'(xp)

(Reglen for at bestemme h'(x), hvis h(x) = f(x) — g(x) kan bevises pa
tilsvarende made).

Hermed er saetningen bevist ©



Opgaver

Opgave 810, side 118, Mat2-bogen.

Opgave 811, side 118, Mat2-bogen.



Differentialregning

Bemarkning om differentiation af trisconometriske funktioner.

De trigonometriske funktioner f(x) = cos(x) og g(x) = sin(x) har ligeledes
afledte funktioner.

f(x) =cos(x): f'(x) = —sin(x)
g(x) =sin(x):g'(x) = cos(x)

(Bevises ikke).



Differentialregning 2

Eksempel
Bestem f'(x) nar f(x) = sin(x) + x?

Lgsning: f'(x) = cos(x) + 2 - x



Differentialregning 2

Saetning: (Produktreglen)

Antag funktionerne f(x) og g(x) begge er differentiable i x,.

Sa geelder det, at der findes en differentiabel funktion h(x), hvor
h(x) = f(x) - g(x). Samt at den afledte funktion af denne er

h'(xg) = f'(x0) - g(xo) + f(xg) - g" (x0).



Differentialregning 2

Bevis(produktreglen).

1. Vi bestemmer sekanthaldningen.

. f(xg+h)-glxo+h)—f(xg) - g(x0)
S h




Differentialregning 2

Bevis(produktreglen) fortsat.

2. Vifar nu en god ide og traekker f(x,) - g(xy + h) fra i teelleren og laegger
f(xg) - g(xg + h) til i teelleren. Hvilket giver fglgende udtryk for sekanten.

_ flxo+h)-glxo +h) — fx) - g(xo + h) + f(x0) - glxo + ) — f(xo) - g(xp)

ag n



Differentialregning 2
Bevis(produktreglen) fortsat

2. Det nye udtryk kan splittes op, sa vi far fglgende udtryk for a;.

B (f(xo + h) — f(xo)) - g(xg+h)  f(xg) - (glxe+h)—g(xg))
s = h " h

(Se side 116 i Mat2-bogen for en ekstra mellemregning).



Differentialregning 2

Bevis(Produktreglen) forsat

3. Herefter bestemmes tangenthaeldningen, dvs. h — 0.

. fxo+th)=f(x0)\ _ /1 . g(xo+h)—g(xo)\ _
lim (PR = £(x) 0g lim (2700 = g7 (x)

illi_ff(l) g(xo +h) = g(xy) og }li_f)rtl)(f(xo)) = f(xo)



Differentialregning 2
Bevis(produktreglen) fortsat

3. Tangenthaeldningen a; er derfor.

ar = f'(x) - g(x0) + f(x0) - g'(x9) = h'(x)

Hermed er saetningen bevist =



Differentialregning 2

Eksempel.
Givet funktionen f(x) = x? - In(x), bestem f’(x).

Lasning:
') =x*)"-In(x) +x* - (In(x))’

f'(x)=2-x -In(x) + x* é:Z-x-ln(x)+x



Opgaver

Opgave 814, side 119, Mat2-bogen.
@velse 18 (spg. a-c), side 113, Mat2-bogen.



Differentialregning 2

Satning :(Sammensat funktion).

Lad der veere givet to differentiable funktioner(:((fx) og g(x?, sa gelder det
ath(x) = (f ° g)(x) = f(g(x)) ligeledes er differentiabel.

(f er den ydre funktion og g er den indre funktion.)

Samtat h'(xy) = f’(g(xo)) - g'(x9) (kaldes ogsa kaedereglen).

(Bevises ikke pa HFB)



Differentialregning 2

Eksempel
Lad der veere givet f(x) = In(x?), bestem f'(x).

Lgsning: u = x2 (indre) og f (1) = In(w) (ydre).

1 2
ff=0)-u=-75-2-x==

X



Opgaver 818

Opgave 818, side 119, Mat2-bogen.

@velse 18 (spg. d-e), side 113, Mat2-bogen.



Differentialregning 2

Satning: Lad f(x) = e”* veere givet, som er differentiabel for alle x,.
Den er har differentialkvotienten f'(x,) = e*o.



Differentialregning 2

Bevis(Den afledte af f(x) = e*)

1+2. Vi indsaetter i tretrinsreglen punkt. 1 og forkorter i trin. 2

B h

ex0+h _ exO exo . eh _ exO y eh _ 1
ST T ¢



Differentialregning 2
Bevis(Den afledte af f(x) = e*) fortsat.

3. Til sidst lader vi h - 0. Med andre ord, sa
, . . e —1\\ Yo 1 e —1\ ‘.
f(xy) = lim| e r = e’ - lim r =e

Hermed er saetningen bevist. =




Differentialregning 2

Saetning: Lad funktion f(x) = +/x, som er differentiabel for x, = 0.

Denne funktion har differentialkvotienten f'(xy) = x Jx_
) 0




Differentialregning 2

Bevis

1. Viindsaetteri tretrinsreglen punkt. 1

XO+h_ \/X_O
h

As =



Differentialregning 2

Bevis fortsat

1/X0+h+\/x_0
1/X0+h+\/x_0

_ V¥ th— X (yJxo+h+X
- h VXo +h+ /X

Herefter far vi ideen at vi gange brgken fra fgr med

As



Differentialregning 2

Bevis fortsat

2. Nu kan vi med hjalp fra kvadratseetning 3 omskrive udtrykket for
sekanten.

. Xg + h—>g B h
R (Jxo+h+Eg) h-(Jxo + h+ o)




Differentialregning 2

Bevis fortsat

2. Vi kan nu udtrykke sekanten som fglgende.

As

h 1
k(Yo FRHE) %o+ R+ T



Differentialregning 2
Bevis fortsat

3. Ved at lade h — 0, sa geelder at tangentens haldning f'(x,) er da.

1 1
VX% +X0  2yXo

f'(xg) =

Hermed er saetningen bevist. -



Differentialregning 2

Satning: Lad f(x) = %, hvor x # 0 veere en differentiabel funktion i.
Sa geelder det at f'(xg) = —iz .

X0

Bevis:

1 1
xo+h Xxq

h

1. Vibestemmer fgrst sekanten ag =



Differentialregning 2

Bevis fortsat

Xo _ (xpth) —h
xo(Xxg +h) xo(Xg+h) xp-(xg+h) 1
h B h  xg- (xo+h)

dg =



Differentialregning 2

Bevis fortsat

1
_xo - (xg + h)

aAs =

Til sidst lader vi h — 0, sa vi kan bestemme tangentens haldning.



Differentialregning 2

Bevis fortsat

. 1 1
4= hlI)r(l) Xo * (XO + h) B xg

Hermed er saetningen bevist =



