Undervisning 5

Eksponentielle funktioner



Eksponentiel funktioner

Vi sa tidligere, at udvikling af en veaerdi K, i n terminer med
fremskrivningsfaktoren (1+r). Dette kan udtrykkes ved hjalp af
renteformlen:

K, = K, - (1+1r)" hvor K,, er slutkapitalen efter n terminer.



Eksponentielle funktioner.

En sadan udvikling kan beskrives ved hjalp af en sakaldt eksponentiel
funktion.

fx)=b-(1+7r)*=>b-a*

Hvor b er startvaerdien og a kaldes fremskrivningsfaktoren.



Eksponentielle funktioner

Om veaerdien b geelder fglgende.

b-veerdien er grafen for f’s skeering med y-aksen, idet

f(0O)=b-a° =



Eksponentielle funktioner.

Om veerdien a geelder fglgende.

* Hvis 0 <a< 1, saerdertale om eksponentielt aftagende funktioner.
* Hvisa > 1, sa er der tale om en eksponentielt voksende funktion.



Eksponentielle funktioner.

Grafen for 2 eksponentielle funktioner(voksende og aftagende).
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Eksponentielle funktioner.

Definitionsmaengden og veerdimangde for eksponentielle funktioner.

Defintionsmaengden: Dm er alle reelle tal.

Veerdimaengden : Vm er alle positive tal.



Eksponentielle funktioner.

Kobling med renteformlen.(Negativ udvikling).

Eksempel:

Antag antallet af borgere i Ngrreulveby er 1250 personer i 1970, og at
indbyggertallet falder med 5 % om aret efter 1970.

Opstil en model, som beskriver udviklingen i byens befolkning efter
1970.



Eksponentielle funktioner.

Eksempel fortsat.
Vi indsaetter i formlen fra slide 3, og opnar derefter.
f(x) =1250- (1 —0.05)* =1250-0.95*

Herer b = 1250 oga = 0.95



Eksponentielle funktioner

Udviklingen i antal borgere i Ngrreulveby efter 1970.
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Eksponentielle funktioner.

Eksempel fortsat.

Hvor man borgere var der i Ngrreulveby i ar 2000, hvis udviklingen
holder?

Ar 2000 = 30 &r efter 1970. Dette indsaettes pa x’s plads i funktionen.

f(30) = 1200 - 0.953% = 257.56.



Eksponentielle funktioner.

Dvs. i ar 2000 er der cirka 256 indbyggere i byen, hvis udviklingen
fastholdes.



Eksponentielle funktioner

Eksempel(Positiv udvikling).

Signe saetter 1000 kr i banken til 10 % i rente p.a. Opstil en model, som
beskriver udviklingen i antal kroner pa kontoen. Anvend passende

variable.
b=10000ga= 1.10

Modellener f(x) = 1000 - 1.107%,
hvor x er antal terminer og f(x) antal kroner til terminen x.



Eksponentielle funktioner.

Eksempel fortsat.

Hvor mange kroner havde Signe pa kontoen efter 2 terminer?

Man indsaetter 2 pa x’s plads,

£(2) = 1000 - 1.102 = 1210

Dvs. Signe havde 1210 kroner pa kontoen efter 2 terminer.



Opgaver

Opgave 701, side 150 i Mat1-bogen.
Opgave 702, side 150 i Mat1-bogen.

Opgave 707, side 150 i Mat1-bogen.



Eksponentielle funktioner

Men hvornar er Signes opsparing sa fordoblet? For at kunne sige noget
mere om det introduceres begrebet logaritmer.



Eksponentielle funktioner.

Lidt om logaritmer og eksponentielle funktioner.

Vi fra nar vi arbejder med potenser, at

101 =10,10% = 100,103 = 1000

Forestil jer nu dette som en funktion f(x) = 10%, som ogsa er en
eksponential funktion.



Eksponentielle funktioner

Grafen for f(x) = 10*
Dm(f) =R

Vm(f) = R,




Eksponentielle funktioner.

Antag du nu gerne vil Igse ligningen
10* =100

Men du har ingen direkte metoder til at Igse denne ligning med mindre
du geetter.

For kunne Igse ligningen, vaelger vi at indfgrer funktion log;,(x) til
dette formal.



Eksponentielle funktioner.

Grafen for f(x) = logqy(x)

Dm(f) — [0) IR[ j f(x)=log,o(x)
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Eksponentielle funktioner.

For funktionen f(x) = 10* og g(x) = log,¢(x) er “hinandens
modsatte.

Mere formelt siges at f (x) og g(x) er inverse funktioner. Dvs. de over
fplgende: f(g(x)) =xo0gg(f(x))=x.

For f(x) = 10* og g(x) = log,y(x) betyder det:

f(g(x)) = 1010810 = x og g(f(x)) = log1o(10%) = x



Eksponentielle funktioner.

f(x) =10%* og g(x) = log,y(x) hinandens invers, grafisk.
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Eksponentielle funktioner.

Derfor hvis man nu gnsker at Igse ligningen fra f@r, kan vi nu anvende
logaritme-funktionen til hjzelp:

10* = 100
log10(10%) = log1((100)
x = log,0(10?)

Dvs. at Igsningen til lighingener: x = 2



Eksponentielle funktioner.

Til logaritme funktionen hgre en serie af regneregler.
1) logio(a - b) =logqo(a) + logqo(b)

a
2) log (g) = logyo(a) — logyo(b)

3) log10(a™) = x - logyo(a)
(Reglerne bevises senere).



Eksponentielle funktioner.

Logaritme og Eksponentielle funktioner.

Hvad er sammenhangen mellem logaritmer og eksponentielle
funktioner?

Seetning: En eksponentiel funktion tegnet pa et sakaldt enkelt-
logaritmisk papir bliver til en ret linje.



Eksponentielle funktioner

Bevis

hvis du anvender log;,(x) pa begge S|der af lig med af udtrykket for
den eksponentielle funktion,y = b - a*.

log10(y) = log1o(b - a™)
log10(y) = logy0(b) + logyo(a™) (Regneregel 1)

logyo(y) = logio(b) + x - logio(a) (Regneregel 3) =



Eksponentielle funktioner.

Grafen for f(x) pa enkelt-logpapir.

Eksempel p& grafen for den eksponentielle s
funktion f(x) = 2 - 2* tegnet pa enkelt- ;
logaritmisk papir. 10: 3
10"
Bemeerk, at skala pa y-aksen er inddelt efter =
logaritme-skalalen. & 107
1,10,100,1000,10000 10"
10"
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Eksponentielle funktioner

Vi ser pa en eksponentiel funktion af typeny = b - a*, som er
voksenden. Dvs, a>1.

Fordoblingstid:

Det stykke vi skal ga ud af x-aksen for y bliver fordoblet kaldes
Fordoblingstiden.




Eksponentielle funktioner.

Grafen for en eksponentielt voksende funktion.

Eksponentiel voksende funktion.
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Eksponentielle funktioner.

Vi ser pa en eksponentiel funktion af typeny = b - a*, som er
aftagende. Dvs, O<a<1.

Halveringstid:

Det stykke vi skal ga ud af x-aksen f@r y bliver halveret kaldes
halveringsstiden.




Eksponentielle funktioner.

Grafen for en eksponentielt aftagende funktion.
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Eksponentielle funktioner.

Formlerne til at bestemme fordoblings og halveringtid.

log10(2)
logio(a)

Fordoblingstidsformlen: T, =

- log10(3)
Halveringstidsformlen: T1 = ——2
> logio(a)



Eksponentielle funktioner.

Eksempel:

Tidligere, sa vi en eksponentiel funktion som beskriver
befolkningsudvikling i N@rreulveby fra 1970 til nu.

f(x) = 1200 - 0.95

Der er tale om en eksponentielt aftagende funktion, idet O<a<1.



Eksponentielle funktioner.

Eksempel fortsat.

Vi indsaetter derfor i formlen for halveringstid.

1
10810(7)

= = 13.51340734
> log_10(0.95)

T

Dvs. at der gar cirka 13 ar efter 1970, for befolkningen i N@rreulveby er
halveret (iht. Modellen).



Eksponentielle funktioner.

Eksempel.

Vi sa tidligere pa at Signe havde indsat 1000 kroner i banken til 10 % i
rente p.a.

Dette kunne beskrives ud fra funktion f(x) = 1000 - 1.10*



Eksponentielle funktioner

Eksempel fortsat.

ldet det er tale om en eksponentielt voksende funktion, idet a > 1, sa
indsaettes i formlen for fordoblingstiden.

log,0(2)

= = 7.272540898
log,0(1.10)

I

Dvs. der gar 7.27 ar efter startaret fgr Signes kapital er fordoblet.



Eksponentielle Funktioner.

Bevis fordoblingskonstanten.
¥¥2-f(x)=b-a*2 og*f(x) =b-a*

(Vi indsaetter punkterne (x4, f(x)) og (xz, 2 -f(x)) iy=>b-a¥)

2-f(x) b-a*

f(x) b -a*1

(Vi deler ** med *.)



Eksponentielle funktioner.

Bevis fortsat.

ax2

= )

(Udtrykket reduceres. )

2= g™

(Potensregel 19, s.7 i formelsamlingen anvendes)



Eksponentielle funktioner.

Bevis forsat.

Herefter anvendes logaritme regneregel 3 pa begge sider af lig med.
log,0(2) =logig(a*27™1) = (x3—x1) - logyp(a)

log10(2)
logio(a)

Efterfglgende opnas (x,—x;) =



Eksponentielle funktioner.

Bevis fortsat.

ldet T, = x, — x4, sa kan vi nu skrive resultatet fra for som :

log10(2)
logio(a)

T, = (Hermed er seetningen bevist). -



Opgaver.

@velse: Prgv med inspiration fra beviset for fordoblingstiden, at bevise
formlen for halveringstiden. (frivillig).

Opgave 726-728, side 154 i Mat1-bogen.
@velse 16, side 108 i Mat2-bogen.

@velse 20, side 109 i Mat2-bogen.



Eksponentielle funktioner.

At bestemme a og b i en eksponentiel funktion ud fra 2 punkter.

Hvis vi har givet en y = b - a¥, sa hvis 2 punkter (x4, y;) og (x5, V,)
kendes, sa kan a og b bestemmes ud fra formlerne:

X2=X1 [Y2 Y1
a= /— og b ==
V1 5 a*1



Eksponentielle funktioner.

Eksempel

Lad der vaere givet punkterne (2,4) og (4,16) og hvis de kan beskrives
ud fra en eksponentiel funktiony = b - a*

Der indsaettes i formlerne fra forrige slide.

IR =Va=2 b=2=1 Dvs. f(x) =1-2% = 2%
4 22



Eksponentielle funktioner.

Eksempel fortsat.

Det giver forskriften f(x) = 2*
Vi testen at punkterne ligger pa grafen.
f(2)=2%0gf(4)=2*=2-2-2-2=16

Med andre ord, sa ligger punkterne pa grafen for f.



Eksponentielle funktioner.

Bevis for formlen for a og b i en eksponentiel funktion.
**y, = b - a*2 (indsaetter punktet (x,,y,) iy = b -a*)

*y, = b - a*t (indsaetter punktet (x{,y;) iy =b - a*)

. . . b.axz
Vi dividerer dernaest ** med *: Y2
y1  ba*1



Eksponentielle funktioner.

Bevis fortsat.

X
Y _&° (Udtrykket reduceres).

V1 a*1

& — axz_xl
Y1
(Regneregel 19, s. 7 formelsamling anvendes).



Eksponentielle funktioner.

Bevis fortsat.

Tilslut tages den x, — x4 - rod pa begge sider af ligmed.

q = X2=X1 |Ya
Y1

Hermed er saetningen bevist. -



Eksponentielle funktioner.

Bevis for b.
y; = b - a** (indsaetter punktet (x;,y;) iy =b - a*)

b = oy (b isoleres i ovenstaende).

Hermed er formlen for b bevist.



Eksponentielle funktioner.

Andre varianter af eksponentiel funktioner.
y = e* (hvor e kaldes Eulers tal).
y=b-ef* k=In(a)

NB! In(a) kaldes den naturlige logaritme til a og behandles i et senere
seet af slides.



Opgaver

Opgave 712, side 151 i Mat1-bogen.

@velse 18, side 109 i Mat2-bogen.



